Analysis mit dem Voyage 1 W

1. Kurvendiskussion

Gegeben ist die Funktionschar

2a’x? +4a’x —4x
f (x)= ae RO
() > {0}

Den Nenner erhalt man mit Hilfe der Funkti-
on getDenom.

Zeros liefert die Nullstellen des Nenners und
damit die Werte, die aus dem Definitionsbe-
reich auszuschlieen sind: D, = R\{-2}

PropFrac teilt die Funktion in den ganzratio-
nalen und den gebrochen-rationalen Anteil.
Der ganzrationale Anteil ist gleichzeitig die
schrége oder waagrechte Asymptote, hier
y=2a’x-4

Im gebrochen-rationalen Anteil kann man die
Art der Definitionsliicke ablesen: Es handelt
sich um eine einfache Nullstelle im Nenner.
Also liegt eine Polstelle mit VVorzeichenwech-
sel vor. Da der Parameter a im Nenner nicht
auftaucht, besitzen alle Graphen der Schar
diese Polstelle und die senkrechte Asymptote
X=-2

Bestimme die Definitionsliicke, die Art der
Definitionslucke und die Asymptoten!

[ ‘ﬁlmc,féBrachasfc,To{ﬁErTPrngonera‘r? ue| |
= 5 32

2-32-x2+4-3%.x-4-x

B Define f(x,a)=

X+ 2
Done
8 zeros(getDenom(f(x, a)), x) €023
® propFrac(f(x, a)) —x—f—f+2~a2-x—4

propfrac{f{(x.add

MAIN DEG AUTO

FUNC 20/30

Ein Blick auf die Graphen (der Bildschirm
zeigt die Graphen fiir a=1 und a=2 zeigt, dass
hier hdchstens Punktsymmetrie vorliegen
kann, und zwar nicht zu Ursprung, sondern
zum Schnittpunkt der beiden Asymptoten.
y=2%a%*(-2)-4=-4-43

Das mogliche Symmetriezentrum ist also
(-2-4-42%).

Punktsymmetrie zu einem Punkt (b|f(b)) liegt

vor, wenn gilt: flb- X); fb+x)_ (b)

(Wenn man zwei Funktionswerte betrachtet,
die gleichweit von b entfernt sind, ergibt sich
als Mittelwert der Funktionswert an der Stelle
b). Diese Gleichung wird fir die Schar Uber-
pruft.

Damit ist der Punktsymmetrie zum Punkt

(— 2-4-4a° ) nachgewiesen

Untersuche den Graphen auf Symmetrie!
|v1E|2Fozgm Tr:;ceTRegrr‘:aphTMFastTh D:*Eavw]'rv? 1

MAIN DEG AUTO FUNC

[Z £20a1 gebralcatc|other Pran1ofc1ean pgﬁ
2-x-[a2~x + 2-[32 = 1]]

" fix,a) v

lsolve[f‘('2—x,a)+f‘(‘2+x,a)=2‘['4'4’
true

wd(-2-x, @) +f(-2+x,a)=2(-4-4-32), )

true

v )+ ("2+x,a)=2%("4-4a"2) . x>

MAIN DEG AUTO FUNC 20/30

Die Nullstellen erhélt mit Zeros.
2
Sie liegen hier bei 0 und 2(3—21) .
a
Nun muss erstens Uberpruft werden, fur wel-
che a die variable Nullstelle auf die feste
Nullstelle Null fallt. Dies ist hier fur a=-1 und

Untersuche f,(x) auf Nullstellen, Extrema
und Wendepunkte!

1 zeros(f(x, a), x) {
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a=1 der Fall.

AuRerdem ist bei rationalen Funktionen zu
prufen, fur welche a die variable Nullstelle
auf die Definitionsliicke fallt. Dies ist hier
nicht der Fall.

Dies Ergebnis liefert einen ersten Hinweis fir
die Klassifikation der Schar (eine Nullstelle

fur a=+1, zwei Nullstellen fur a=[1] ).

“ 2
2. -
'solue[#=0,3] a=-1or a=1
a
0 B [
'solue[#= '2,a] false
a

olve( 2¥{(a"2-1)>/a"2="2,3)

“AIN DEG AUTD FUNC Z0/20

Die Extrema erhélt man als Nullstellen der
ersten Ableitung:
Maogliche Extremstellen liegen bei
-2-(a+1) und —2-(a—l).

a a
Es wird geprift, ob eine dieser Nullstellen auf
die Definitionsliicke fallt. Das ist hier nicht
der Fall.

[Fx T Fev F3v | F4v
v a FIlgebr‘aTCalcTOther‘TPr‘ngOTCIean Upﬁ
" zeros(f(x, a), x) "L = = Gj
lzer‘os[i(f‘(x a)), x
dx ? 2
{ 2-(a+1) -2(a- 1)}
a a
N
2-(a 1)=_2,a] atl_,

-
sol ve[ = =

solve( 2¥C(a+1)/a="2,.3>

Die zweite Ableitung wird gebildet, um die
hinreichende Bedingung und die Art der Ext-
remstellen zu uberprufen.

Die erste mogliche Extremstelle wird einge-
setzt. Der Term —2a° ist negativ fiir positive a
und positiv flr negative a. Es liegt also ein

~-2-(a+1)

Hochpunkt bei fiir a>0 und ein

Tiefpunkt fur a<0.

Wegen der Punktsymmetrie gilt das Gleiche
flr die andere mogliche Extremstelle.

Da die zweite Ableitung keine Nullstellen hat,
gibt es keine Wendepunkte.

F:*WT: Fev T rsvT .ruv T FS T F&¥ T 1
v $—|AlgebralCalc|0Other|Praml0|Clean Up
\ ~ 7 =
2

16
(x +2)°
B Define ff(x,a)= 16 3 Done
(x+2)
Sy
. rrr[%ll, a] -2-a%

fff(-"2<a+1>/a,.a>

Note: Domain of Fesult may be lar3er

2. Ortslinien

Gegeben sei die Funktionenschar

2a’x? +d4a’x - 4x
f(x)= — e % \{0}

Ermittle die Ortslinie der Extrempunkte!

Die erste Extremstelle liegt bei x = —2tD)

Diese Gleichung fir die Extremstelle (oder
Wendestelle) wird nach a aufgeldst und das
Ergebnis fur a in die urspringliche Funkti-
onsgleichung einsetzt.

Das ergibt die Gleichung der Ortslinie:

—4x°
(x+2)

(2R aebralcatc ot herPramIofclean Us| |

¥ NewFrob Uone

2-32-x%2+4-32.
X+2

X=4-x

® Define f(x, a)
Done

L] zer‘os[-ol%z( fix,a)), x]

-2- (a+1) -2- (a—l)}
herog(d(f(x ad), x) XD

| |ngebr‘a Calc DLher‘lPr‘ngOIClean Upl
[ dx J

{-2 (a+1) -2 (a—l)}
a a
lsolve[x=@,a} a=x-—+22
-2 -4-x2
I‘P[X; X+2] (X+2)2
f{x,"2/{x*+2))

Note: Dorain of Fesult may be lar3er
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3. Tangenten

Einzelne Tangenten erh&lt man im Grafikmo-
dus mit dem Befehl ,,F5 A: tangent®.

Sucht man eine Tangente an einer Schar oder
eine Gleichung fur alle Tangenten eines Gra-
phen, kann man die allgemeine Tangentenfor-
mel verwenden:

t(x)= f'(x,)-(x=x, )+ f(x,), wobei x, die
Stelle ist, an der die Tangente angelegt wird.
Diese allgemeine Tangente ist als Taylorpoly-
nom 1. Ordnung in den VVoyage einprogram-
miert (F3 9:taylor). Dabei sind folgende Para-
meter anzugeben:

Taylor(Funktion, Variable, Grad [fir Tangente
immer 1], Stelle).

Das Ergebnis ist mit expand (F2 3) zu vereinfa-
chen.

Die allgemeine Tangente an der Stelle u ist also

8 16 16
t(x)=1| 2a* - X+ -~ —4
(x) [ (u+2)2j u+2 (u+2)y

rh T Fev Fiv | Fuv FS F6v
v a FI1gebr*aTCalcTOtherTPrngOTCIean Upﬁ
msolve(.96(1 -x)=.9,x%) x = .0625

2-x-[az~x+2-[a2— 1]]
X+ 2

mf(x,a)
B taglor(f(x,a),x,1,u
2-(><—u)~[a2-u2+4-a2~u+4-[a2— 1]] +;2’
(u+2)?
[+ =|r1 gebralcale|other Prantolclean up
Zx-ula U Fd A u¥ a1y
(u+2)?
2-(><—u)-[az-u2+4~az~u+4-[a2-
16 8 ( ;62)2
X
wEZ (u+2)? i (u+2)? r2at

w2¥uX(ar2¥u+2%(a*2-1>>/Cu+2)d

Note: Domain of result may be lardgr

»

L expand[

‘Xx=4

4. Flachenberechnungen und eingeschlossene Dreiecke

Tangente und Asymptote sind jeweils Gera-
den, die sich in einem Punkt schneiden, wenn
sie unterschiedliche Steigung haben. Die Ge-
rade mit der Gleichung x=-2 ist eine Senk-
rechte. Gesucht ist also das Integral tber der
Differenzfunktion von Tangente und Asymp-
tote von —2 bis zum Schnittpunkt.

Zur einfacheren Handhabung wird die Tan-
gente als Funktion t(x) definiert.

Der Schnittpunkt zwischen Tangente und
Asymptote liegt bei 2*(u+1).

Das Integral von —2 bis zum Schnittpunkt
uber der Differenzfunktion ergibt 16 FE.

Zeige, dass die Tangente in jedem Punkt
P(u|f,(u)) des Graphen von f, , die Asymp-
tote und die Gerade mit der Gleichung

x =—2 ein Dreieck bilden, dessen Flachenin-
halt von u unabhangig ist!

|L:Z@L|a1§%raTc§f JotherlPram1ofclean Us| |
. u <

16 8-x 16

®Define L(x) - - +
u+2 (u+2)2 (u+2)2 ’

Done

wsolveltix)=2-22-x -4, %) x=2-(u+1)
'Jz_'z(‘” Do -[2-a2-x - 4))ax 16

WD —C(2a72%¥x—4) . x, "2.,.2¥Cu+l)dD

MAIN DEG AUTO FUNC 20/30

Alle Graphen der Schar verlaufen durch den
Ursprung. Fir x>0 verlauft die schrage
Asymptote unterhalb des Graphen der Funkti-
on. Da die Asymptote in diesem Bereich den
Funktionsgraphen nicht schneidet, liegt eine
unbegrenzte Flache vor.

Es wird deshalb zun&chst die MaRzahl der
Flache zwischen Graph und Asymptote im
Bereich von 0 bis b berechnet

Berechne die Mal3zahl der Flache, die durch
den Graphen von f,, die negative y-Achse und
den Graphen der Asymptotenfunktion g,
begrenzt wird!
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Ab)=8- In(b J2r 2} und dann der Grenzwert

fir b — +00. Die Flache ist nicht endlich.

Fiv | Fav
|v {—lﬂlgebra Calc OtherTPrngDTCIean Upﬁ

JO [tiX,a)—[£-a™ X =4q]]dx o lnie)
. [10@

@ (o, -(2:a2x-4)Jlax & 1ncsD)
'J‘E[“x’a)'[zaz-x—«%]]dx 8- 1n[ 25|
oo o252 ,,

b

limit(8*¥1n{<h+2>/2),.b,n)

MAIN DEG AUTO FUNC 20/20

5. Klassifizierung von Funktionsscharen

Bei der Untersuchung von rationalen Funkti-
onenscharen tritt haufig das Phanomen auf,
dass einzelne Graphen der Schar hebbare De-
finitionsliicken statt senkrechter Asymptoten
besitzen. Zur Identifizierung dieser Sonderfal-
le bietet sich der Befehl PropFrac an.

Die Definitionslicke liegt bei k. Also ist der
Definitionsbereich D, = R\{k}.

Der gebrochen-rationale Anteil ist %
Fur k=0 und flr k=-1 ist der Zahler des ge-
brochen-rationalen Terms Null. Dann fallt der
gebrochen-rationale Anteil weg (und damit
auch die senkrechte Asymptote) und es bleibt
eine Gerade mit hebbarer Definitionsliicke bei
k Ubrig.

Die Graphen der Schar lassen sich also in
zwei Sonderfalle und drei Gruppen einteilen:
k <-1; k=-1; -1<k<0; k=0 und k>0.

Klassifiziere die Funktionenschar

x+k
9, (x)=~—-"

| |Fllgebr‘aTCalc,TOt,her‘TPr*ngOTCIean Upﬁ

® propFrac(alx, k) -k _txtk
® zeros(getDenom(a(x, k)), x) k>
2
" Define g(x, k) = X +kk Done
® zeros(getDenom( g(x k), x) Tk
k-(k+1
® propFrac(alx, k)) % +x+k

rropFrac{(g{x.k>)

MAIN DEG AUTO

FUNC 20/30

6. Einschrankungen des VVoyage

Der Voyage sucht bei Lésungsmengen nur
dann nach Wurzeln aus negativen Parame-
tern, wenn keine positiven Wurzeln gefunden
werden.

So wird die Gleichungen x* —k =0 und
x® +k = 0 richtig gel6st.

Bei der Gleichung x* —k* =0

werden aber die beiden Ldsungen + J=k

nicht erkannt, da die L6sungen +/k gefun-
den wurden.

solve (x"2-k=0,x)

solve (x"2+k=0,x)

X = plus/minus Wurzel minus k
solve(x"4-k"2=0,x)

X = plus/minus Wurzel k

Immer dann, wenn ein Parameter quadratisch
auftritt, darf man sich nicht verlassen, dass
der Voyage alle Losungen findet.
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T \\

Analysis mit dem VVoyage 5

\%&};ﬁ |

i
NN

Der VVoyage fasst nicht nur Zahlen zusam-
men und macht den Nenner moglichst ratio-
nal, sondern auch Terme mit Variablen. So
wird auch durch Linearterme wie (x-3) ge-
kirzt, ohne dass der Hinweis x # 3 erfolgt.
In der Mitteilungzeile erscheint nur kurz der
Hinweis: ,,Domain of result may be larger*
(Der Definitionsbereich des Ergebnisses
kann grof3er sein).

| |Fl 1 gebr‘aTCalc, Other‘TPr*ngOTClean Upﬁ

() ¥=-:1

I% g.ﬁ
2o

e xt§+3 * £ (x) Done

u£(3) undef

" (%) =11

£ (x>

Note: Domain of Fesult may be lar3der

7. Grundprobleme flr Funktionscharen (nach Lambacher Schweizer, Zentralabitur 2010)

Problem 1: Fur welchen Wert von t geht
f: (x) durch P?

Beispielf, (x) = dadi = P(3/6)
In die Gleichung ft(x) = y werden die Ko-

ordinaten von P flr x und y eingesetzt. Auf-
I6sung nach t ergibt die Ldsung.

| via |FI 1 5éBraTCrazlch0tT1;r*TPrgm 1 DTC 1 ean Upﬁ

Problem 2: Fur welchen Wert von t liegt der
Hochpunkt der Graphen der Funktion f; (x)
auf der Geraden g’)

L g(x) = —x -

Beispiel: f,(x) = ov 2+1 >
Die Berechnung der Extremstellen zeigt, dass

die Extremstellen alle an der Stelle O liegen.
Die Funktionenschar und die Gerade schnei-

den sich fiirt = — % an der Stelle 0.

u Defi F t ﬁ D
efine f(x,t)= 5t —x ohe
mcolue(f(3,t)=6,1) t=5
g a
LY a
LR} a
=) a
a
MAIN DEG AUTO FUNC 20730

1 Fev Tan Fav T FS T F&v T ]
v E AlaebralCalc|0ther|PramI0|Clean Up
= solve(f(0, t)=q(@), t) t=-7,2
= Define f(x,t) =+ Done

t-xc+1

B Define g(x)=3/2'x-7/2 Done
. zeros[%(f‘(x , 1), x] o>
®solve(f(0, t)=g(d),t) t=-7/2

solvelf<{0.,.t)=g<{0),.t)

MAIN DEG AUTO FUNC 20/20

Problem 3: Fur welchen Wert von t ist die
Tangente an die Funktion f; (x) an der Stelle
xo parallel zur Geraden g?

Beispiel: f,(x) = e glx) = —%x —5;
Xog = 2.

Die Tangente erhélt man als Taylorpolynom
1. Grades an der Stelle 2. Zur besseren Uber-
sicht fihrt man ein Expand durch.

Die Tangente ist parallel zur Geraden g,
wenn die Steigungen tbereinstimmen.
Die Losungen sind t=-12 und t=4.

[ 1l gebraTCalcTOt,herTPJrgsmIOTClerasr: ue| |

(t+4)°
=-12 or Lt =4
]
><2+t,
® axpand(taylor(f(x, t), x, 1,20
8 __32x . _ 64
Y L+ (L +a)?

expand(taylor(f (x,t),x 1.2>)

|v {—lﬂlgebr‘a Calc Ot,her*lPrngOlClean Upl |

NIy xz + t'
® expand(taylor(f(x,t),x,1,2)
g 32 %

B Define f(x,t)= Done

64
(t +4)?

t+4 (‘L+4)2

'solue['1/2= -322,'(,]
(t+4)
=-12 or =4

°olue( 1/2="32/{t+4)"2.t)

DEG AUTD I.LN.C.&Q{!&O—
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Gegeben sind die Funktionen g, (x) =t - x
und fi(x) = #
Ermitteln Sie, fur welche Werte von t die
Graphen von g, (x) und f;(x) genau drei
Schnittpunkt besitzt. Ermitteln Sie ggf. die
Ortsline der Funktion der Schnittpunkte.
Fur die Auswertung ist zu priifen, ob die va-
riable Schnittstelle bei x=t
a) auf eine der festen Nullstellen oder
b) auf eine der Definitionslicken fallt
Der Ortslinie der variablen Schnittpunkte ist

y = x2.

3

O oX.= Z

[ aebralcorc|other Prantolclenn us| |
Tz

xS -2-x2+t-x

=1 Done

= Define f(x,t)=

B Define a(x,t)=t -x
®zolve(fix, t)=alx, t), x)
=t or x=0 or x=2

(X, X) ><2

Done

Note: Domain of result may be lar3er

Far t=0 und fir t=2 gibt es nur zwei
Schnittpunkte, weil die variable Schnittstelle
auf eine feste Schnittstelle fallt.

Fur t=-1 gibt es ebenfalls nur zwei
Schnittpunkte, weil die variable Schnittstelle
in die Definitionslucke fallt.
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